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La présentation, la lizibilité, lorthegraphe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précizion des raisonnements entreront
pour une part importante dans l'appréciation des copies,

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs caleuls,

Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite, Seule l'utilisation d'une régle graduéde est autorisée,

5i au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble Etre une erreur d'iénoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené 4 prendre

L objet du probléme est d’aborder quelques questions mathématiques relatives au comportement asymptotique de
aystémes dynamiques discrels ou continus susceplibles de modéliser dvolution temporelle de divers phénoménes,
en particulier économiques (eroissance dconomique, priz d'dquilibre, ete.).

Les trois parties du probléme sont indépendantes,
Dans tout le probléme :

s On note p un entier supérieur ou égal A 1.
Pour tout vectenr b € RP, on note B ln matrice colonne de ses coordonndées dans la base eanonique de B2,
La transposée d'une matrice A est notée AT, La matrice identité de M,,(R) est notée I,

Ry —* RP

t—t z(t) = (z2(2),...,2p(t))

* 2'(t) = (.’i?’l [{ ) R ;r:;,(t)) en tout point ¢ € Ry on les fonctions @z, ..., 2, sont dérivables ;

& Pour toute application 2 ; , ON note :

* () = (‘_lﬂlm ) r—lﬂlc-n fﬂ,,(t)) loraque les fonctions @, .. ., 2, admettent des limites finies

lim =
=
lorsque ¢ tend vers oo,

L

Pour toute suite (xz(n) = (z1(n),...,Tp(n de vectenra de B? pour laguelle les suites
neM I nel P 1

(:E]‘(H})!IEN' 566 (;r,,(?r.))”EH sont convergentes, on définit la limite de 1o suite (;::('n})nE” par :

L .'::p('u}),

w i z(n) = i zi(n),..., Ui
nﬂlpm ) (nlt‘elm (), 'ulln'-:-

Partie I. Deux exemples de pilotage lindaire,

Soit A une matriee non nulle de M, (IR) et b un vecteur de RP. Soit ,,..., 2, p fonctions dérivables sur K.
On dit qu'une application @ : ¢ = 2(t) = (21(t),...,2p(t)) définie sur R, & valeurs dans R?, est pilotée par le
couple (A, b), st pour tout réel ¢ 2 0, les matrices colonnes X (t) et X'(t) de z(t) et 2'(t) dans la base canonique
de R? vérifient le systéme : V1 2 0, X'(2) = AX (1) + B.

On appelle équilibre du sysiéme piloté par le couple (A, b), tout vecteur z° € BP vérifiani : AX* + B = 0.
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On dit qu'un équilibre 2* est attractif si pour tonte application z pilotée par (A, b), on a : *_IJ_:EL? z(t) = z*.
1. Le eas p=1.
Soit (a,b) € R*x R et 2 une fonetion dérivable sur Ry, i valeurs réelles, vérifiant : Vit = 0, z'(t) = ax(t) + b.

a) Caleuler la dérivée de la fonetion g : £ (:.;(t) + E) L
a

b L
b) En déduire que pour tout ¢t = 0, on a : z(t) = =%t (m(ﬂ) + —;) et

¢) On identifie a & la matrice de M) (IR) dont 'unique coefficient est a. Montrer que le systéme piloté par le
couple (a, b) admet un unique équilibre, puis montrer que cet équilibre est attractif 8i et seulement si a < 0,

2 1
1 =2
sur B, i valeurs dans B?| pilotée par le couple (A, b).

2, Exemple 1. Soit A = (_ ) et bw (1,1). Soit x 1 £ — z(t) = (z1(t), 2(t)) une application définie

a) Déterminer 'unique équilibre 2* du systéme piloté par le conple (A, b).
b) Justifier I'existence d’une matrice inversible @ telle que ln matrice Q@ 'AQ soit diagonale.
Pourquoi peut-on choisir la matrice @ de telle manidre que Q71 = Q1 7
¢) Trouver deux réels A et g (A £ ) et une matrice inversible @ vérifinnt : Q1 = QT ot Q~'AQ = (‘[': :: )
d) Pour tout ¢ = 0, on pose : W(t) = Q@7 X(t).

(i) Vérifier pour tout ¢ = 0, I'égalité : W/(t) = DW(t) + Q"B ot D = (3 ::)

(ii) A I'nide des résultats de la question 1, en déduire que 'équilibre z* est attractif.
3. On suppose p = 2, Soit By = (e1,...,¢,) 1a base canonique de C” et u, 'unique endomorphisme de CF

tel que up,(eq) = e, et pour tout k € [2,p], upler) = 1.

i) Ecrire la matrice A,, de I'endomorphisme u, dans la base By, Quel est son rang 7

b) Soit £ € C une racine p-itme de 'unité et G la matrice colonne de My, 1 (C) de composantes 1,2, ..., eP~1,
Montrer que & est un vecteur propre de A, et préciser la valeur propre complexe associde,

¢) Montrer que V'endomorphisme u, est diagonalisable.

d) Montrer que le polyndéme X7 — 1 de C[X] est un polynéme annulateur de u,,.
L’endomorphisme u,, admet-il un polyndme annulateur non nul de degré strictement inférieur & p?

¢) Soit P & C[X]. L'endomorphisme P(up) de C” est-il diagonalisable ? Quelles sont ses valeurs propres ?

-1 a S
4. Ezemple 2. Soit ev et f deux réels tels quea =0, >0, af f,a+B#1let M= | B —1 a | e May(R).
a A -1

a) On note A la matrice A, de la question 3 dans le cas ot p = 3,
(i) Déterminer un polynéme P i coefficients réels, de degré inféricur ou égal & 2, tel que M = P(A).
(i1) En déduire les valeurs propres complexes de M ainsi que leurs parties réelles et imaginaires respectives.
b) Soite=(1,1,1) € R,
() Trouver I'unique équilibre 2* du systéme piloté par le couple (M, e).
(i) Vérifier que Papplication @ : t — 2(t) = z* + el®+H=Dte eqt pilotée par le couple (M, ).
(#ii) En déduire une condition nécessaire portant sur e et 3 pour que l'équilibre z* soit attractif.
On suppose désormals que la condition préeédente est réalisée.
¢) On pose : N = M7 4+ M.
(i) Quelles sont les valeurs propres de la matrice N 7
(i) Déterminer un réel 8 > 0 tel que toutes les valeurs propres de N solent inférieures ou égales i 20,
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d) On rappelle que ¢ = (1,1, 1). On considére une application x pilotée par le couple (M, ¢).
On note y 'application définie sur R, A valeurs dans R, telle que y : ¢ — 2(2) = 2* et ¢ la fonction
définie sur By, & valeurs réelles, telle que ¢ : ¢t — 20 ||Y(2)||?, o1 ||.]| est la norme euclidienne canonique
de M 1 (R).
(i) Vérifier que Vapplication y est pilotée par le couple (M, Ogs).
(#) Montrer que  est dérivable sur R, et que : Vi € Ry, '(t) = 2 V()T (N + 2053) Y (1).
(#1) Montrer que la fonction ¢ esi décroissante sur B,
(iv) En déduire que 'équilibre x* est attractil,

Partie II. Un exemple de pilotage non linéaire.

Un exemple de pilotage non lindaire est fourni par un modéle de erolssance éeonomique endogéne i deux secteurs
dans lequel le taux de eroissance du stock de capital et le taux de erolssance du stock de connaissances sont
représentés, depuis une date choisie comme origine, par des fonctions xy et x5 respectivement.

Dans ce modeéle on p désigne un paramétre réel strictement positif, les deux fonetions xy et x5 sont dérivables

sur IRy, & valeurs réelles, et vérifient le systéme :

Z(t) = Fy (1 (1), z2(2)
viR0, {mim - Fm@o@) O

dang lequel les deux fonctions Fy et Fy définies sur B?, & valeurs réelles, sont données par :

Fy(uy,ug) = (= uy + plug — u1) + 1)

Fy(uy, ug) = (= ug + pluy —ug) + 1) ug

—

14 vo~t

Vérifier que Papplication z : £ (2(t), z2(t)) est solution du systéme (8).

b) En déduire que pour tout réel e €0, 1[, il existe une solution de (5) i valeurs dans [ ¢, +oo[?
¢) Quel est 'unique couple z* = (xf,23) € (RS )? vérifiant Fy (2], 23) = 0 et Fa(x], x3) =07

d) Toutes les solutions de () convergent-elles vers 2* lorsque ¢ tend vers 400 ?

V(H],'ﬂg) | =] R?, {

5.0) Pour tout réel ¢ > —1, on pose : Vi = 0, z1(t) = a9(t) =

6. Pour tout réel v, on note g, la forme quadratique sur R? associée h la matrice symétrigue Q, = ( L _l? )

On note Gy 'ensemble défini par ; Cr = {(uy, ua) € % g.(uy, ug) = 1}.

) Pour quelles valeurs de r la forme quadratique g, est-elle définie positive 7 Que pent-on dire alors de la
partie Cp de B2 7

Dans toute la suite de cette question, r ot & sont denx réels vérifiant les indgalités : 0 < 5 < r < 1,

b) Justifier que 'ensemble {q,(u, ug); (uy, uz) € €} admet une borne inférieure, notée my. ,, et une borne
supérieure, notée M, ,, et que ces deux bornes sont atteintes,

¢) Justifier que la contrainte d’appartenance i 'ensemble G, est non eritique,

d) Enoncer la condition nécessaire du premier ordre pour un extremum de g, sous la contrainte C,.

¢) En déduire les valenrs de m, , et My, et établir existence d'un réel p tel gque

Y (w1, ug) € R?, qy(tr,u2) < pge(u, ua).
7. On eonserve les notations de la question 6,
- : 2
a) Soit (v, v3) € R? ot (11, ug) = !,2_—(1!1 = 3,1 + ¥3).

Vérifier que (uy,ug) € Cp si et seulement i on a; (1=7) (v11)? + (L +7) (v2)® = L.
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On se place désormais dans le cas on r = % ol & = % .

b) Pour faire tracer par Scilable domaine Cy., on peut utiliser le code sulvant qui donne le graphique ci-dessous :

(1) n=100; : —
LLE .-FF--H-
(2) theta=linspace(D,2+Y%pi,n); oa
(3) cte=cos(theta); ,;j
(4) ste=sin(theta); a3
4.4 -
(b) Cr=[et=(1/8qrt(3))#st;ct+(1/aqrt(3))*at]; as
e d.-"'ff
(6) plet(Cr(1, :),Cr(2, 1)) b I _—
R e R e e R R R

En s'appuyant sur le résultat de la question 7.a), expliquer la méthode employde.
On précisera la signification de la ligne (2) ainsi que le format et le contenu des matrices Cr et Cr(1,:),
¢) 8oit zy = 0 une valeur affectée i la variable z utilisée ci-dessous, Compléter la ligne (7) afin de tracer la
ligne de niveau zp de la fonetion q,.
(7) Coz=[aqrt(z)*(77 *ct+77 #8t); Bqre(z)*(?7 wect+77 #atl)];
(8) plot(Csz(1, :),Caz(2, :))
d) Le graphigque suivant a été obtenn i V'aide des deux seripts préeédents pour une valeur z; affectée i la

variable z. Laquelle 7
On justifiera la réponse donnée et on préeisera pourquol les deux courbes ont des tangentes communes,

43 4 98 A% @4 &3 @ 6% B4 08 08 1 43
8. Soit ¢ un réel de |0, 1[ et z une solution de (5) i valeurs dans [¢, +o0o[ %
On pose pour tout £ = 01y (8) = x1(8) = 1 et ya(t) = z2(t) — 1. Pour 5 = %ﬂ‘ on note [ ln fonetion définie
sur R, i valeurs réelles, telle que f(t) = ga (1 (£), ya(t)).
a) Vérifier pour tout ¢ = 0, I'égalité ; f/(1) = =2(1 + p) (3:1(t)(m(t} - .*ryg(z))i + .-::-,{z)(m(t) = .vm(t))“).

b) En déduire que pour r = ,onapourtout ¢ = 0: f'(t) £ =2¢ g:—-:j- x qr (i (1), ya(t)).
=

25
14 4?
¢) Justifier pour tout ¢ = 0, l'inégalité : f'(t) < —~2e f(t). En déduire que r_";ii" f(t) =0,

—b 00

0. Quelle propriété peut-on déduire de I'étude précédente pour toute solution de (S) dont chacune des
composantes admet un minorant strictement positif ?
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Partie I11. Pilotage pas & pas dans un contexte aléatoire,

Dans cette partie, on &'intéresse A un exemple de systéme se présentant sous la forme d'une équation de récurrence

dont les coefficients sont soumis 4 une perturbation aléatoire.

On suppose p = 2. Soit A une matrice non nulle de M,(R) et b un vecteur de R?,

Soit (;\:(n))ﬂm une suite de vecteurs de RP définie par son terme initial 2(0) et la relation de récurrence :
YneN, X(n+1)=AX(n)+ B,

On appelle équilibre du systéme piloté pas d pas par le couple (A, b), tout vecteur z° = (zj,...,z;) € R? qui

vérifie : X* = AX" + B,

On suppose qu'll existe une matrice inversible Q@ € My (IR) telle que la matrice D = Q@1 AQ soit diagonale et

que tous les coefficients diagonaux Aq, ..., A, de D appartiennent i 'intervalle ouvert ]—1,+1[.

10. Montrer que le systéme piloté pas & pas par le couple (A,b) admet un unique équilibre x*.

La perturbation aléatoire du systéme se traduit par le fait que les coordonnées de z* sont des paramétres
inconnus qu'on peut chercher 4 estimer A partir des données observées que constituent les valeurs successives
de vecteurs aléatoires y(n) = (y1(n), ..., yp(n)) & valeurs dans RP et soumis an systéme perturbé.

Soit (Un) nen- Une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé (2, A, P),
centrées et admettant chacune un moment d'ordre 2. Pour tout n € N*, on note v, = V(U,) la variance de U,.
Soit z(0) € R? et (y(n))“m_ la suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans R? définie par :
{ ¥(1)= (A+ L) X(0)+ B
YneN*, Y(n+1)= (A+Unulp) ¥(n)+ B

ol, pour tout n € B*, ¥ (n) est la matrice colonne {‘.#m(n)) 1<kep’

11. Pour tout n € N*, on note E(y(n)) le vecteur (E(gn (1))s e, E(y,,(n))) € R” et E(Y (n)) la matrice colonne
de ses coordonnées dans la base canonique de RP,
a) Caleuler E(Y (1)) et justifier pour tout n € N*, Pégalité : E(Y(n+1)) - X* = A(E(Y(ﬂ}} - x-).
b) En déduire que nﬂr_'l_imE{y(nJ) = 2",
12, Soit (‘C”))nEN' la suite de vecteurs aléatoires i valeurs dans R? définie par : Vn € N*, Z(n) = Q'Y (n).
a) Montrer pour tout n € N* et tout k € [1,p], que : V (zx(n+1)) = (AR +ons1)V (2k(n)) +vnia (E(zk(n)))z.
b) En déduire que si la suite (v,)nen- est convergente et de limite nulle, alors il existe un réel e €]0,1[, un
entier naturel N et un réel My =0 tels que : ¥n = N, V(z(n+1)) £ eV (2k(n)) + Mg vnia.

13. On suppose que la série de terme général v, est convergente, Soit £ € [1,p].

Avec les notations de la question 12.b), on pose pour tout m € N : e = V(2 (N +m)) et wm = My vnpmi.
I

a) Montrer que pour tout m € M, on a : ey = (ex)™ M ag + Em_,(ck]*“”j.
j=0

b) En déduire que  lim V(zr(n)) = 0.

¢) Montrer que la suite (yx (ﬂ))nEN' converge en probabilité vers x}.

Grdce aur résultats des questions 11.b) et 13.¢), on peut dire que (y(n))nem_ est une suite d'estimaleurs de x*
asymptotiquement sans biais et convergente.
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