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Exercice 1
m

.. . - B k . _

P désignant un polynéme de R[X] tel que P = z a, X" ,onrappelle que, pour toute matrice 4 de M(R), P(4)=
k=0

agl+ai 4 + ..+ a,A". ol I désigne la matrice unité de M (R).
On admet que si P et Q sont deux polyndmes de R[X] et si 4 est une matrice de M (IR), alors:
(POXA) = P(4)AA).

On se propose de déterminer explicitement le terme général de la suite (1,,) définie par :
wy=0,1,=1.u>=1 et larelation, valable pour tout n de IN, w43 =4 21,0 —= Sty + 21,

Upr

Pour ce faire, on pose. pour toutnde IN, X, = | u,

u,

Da. Ecrire la matrice A de M 5(IR). indépendante de , telle que : VinelN, X,.1 =4 X,.
b. Vérifier que (4 —1) (4 -21)=0.
2) On considére le polynéme P de R[X] défini par P(X) = (X- D (X-2).
a. Justifier I'existence et "unicité d’un couple (O, . R,) de IR[X] x Ra[X], tel que :
VneN,X"=PQ,+R,.
b. Montrer que pour tout entier naturel 7, il existe des réels a,,, b, ete, tels que :
RAX)=a,+ b, (X=1)+c,(X=1)".
c. Etablir que:vnelN,a,=1,b,=net¢,=2"-n~-1.

3)a. Utiliser la question précédente pour écrire, pour tout 7 de IN 4 " comme combinaison
finéatrede /7, A—1 et (A-1)".
b. Pour tout # de IN, donner la troisi¢éme ligne de la matrice 4"

1
4)a. Montrer que : VnelN, X,=4"| |
0

b. En déduire, pour tout # de IN, u, en fonction de #.



Exercice 2
Soit p un entier naturel et f une fonction continue, strictement positive, décroissante sur

R
[ p.+o[ et telle que J f(t)dt converge.
P

n
Pour tout cntier naturel 1 supéricur ou égal a p. on pose S, = Z f (k).
h=p
1) a. Utiliser la décroissance de /* pour montrer que, pour tout entier naturel 7 supérieur ou

n )
égala pona: S, - f(p) < J f(tydr .
‘[)
b. En déduire que la série de terme général f(n) est convergente.
+z
On pose désormais, pour tout entier naturcl # supérieur ou égal a p, R, = Z JACSR

k=n+1
2) a. Montrer que. pour tout entier naturel 77 supéricur ou égal a p.ona:

[T rwd-rmsr < [T rwd.

‘o
b. En déduire une condition suffisante portant sur f{n) et J. f(t)dt pour que:
173

R, ~ r F()dr,

1

T 4

x(lnx)”

a. Montrer que cette fonction vérifie les quatre hypothéses de 1’énoncé ainsi que la
condition trouvée a la question 2b).

3) Dans cette question. pour tout réel x de [2.+= [, on pose f(x)=

Lo

Z 1
o k(Ink)*

b. En déduire un équivalent. lorsque # est au voisinage de +oc, de R, =

¢. La série de terme général R, (n > 1) est-elle convergente ?

Exercice 3

Pour toute matrice 4 de M+(IR), on note ‘4 la matrice transposée de 4 et tr(4) la trace de 4, ¢ est-a-dire la somme
des éléments diagonaux de 4.

010
On note / la matrice unité de M+(IR) et on considére la matrice J, élément de M3(IR). définieparJ=|0 0 1
0 0 0

A tout couple (4, B) de M(IR) x M;(R), on associe leréel <A, B>=tr('4 B).
1) Montrer que 1’on définit ainsi un produit scalaire sur M (IR).
Daiis toute la suite. on se place dans 1'espace euclidien M:(IR) muni de ce produit scalaire.
2) Montrer que (/,.J, J) est une famille orthogonale.
3) On note £ le sous-espace vectoriel de ‘Mz(IR) engendré par (7, J, Jo).
a, Déterminer une base orthonormale de E, notée (Ky, K/, K>) telle que,
pour tout i de {0, 1, 2}, K; soit proportionnelle & J ' (avec bien sir JU=1).
b. Soit 4 une matrice quelconque de M (IR} dont le terme situé a I"intersection
de 1a i*™ ligne et de laj " colonne est noté a; ;.
Pour tout i de 10, 1. 2. déterminer < K;. 4 > en fonction de certains des éléments de 4.
c. On note p la projection orthogonale sur £. Exprimer p(4 ) en fonction de Ky, K, K; et
de certains éléments de A .
d. En déduire une base de Ker p.



Probléeme

Partie 1
Dans cette partie. - désigne un entier naturel et x désigne un réel de JUSIR
1) Pour tout enticr naturel & non nul. calculer la dérivée k™ de la fonction f,

]
définie sur 0. 1[. par: f(x)= ——— 7~
(1-x)"
,
. " 7
2) Montrer que, lorsque # est au voisinage de +=. C”H. T
3) Montrer que im »""'x " =0.
LI e &

. . L x—t

4) Soit ¢, la fonction définie sur [0.x] par oA = l——~ .
-1

Montrer que : Vie[0,x]. 0< p () <X
5)a. Ecrire la formule de Taylor entre 0 et x avec reste intégral pour la fonction f a l'ordre .

n
: : x dt
b. Endéduire que : 0 £ f(x) - Z C,{f&,,.\‘,]‘ < (n+r+l) C,’,L,. x" J. _—
A ‘ ‘ O (I=-1)"
k=0
Raral 1
¢. Montrer finalement que : Vxel0. [, VrelN, Z C/'\Ifw.\’k =—
— (1"")()r+l

Partie 2
Dans cctte partie, n désigne un entier naturel non nul.
On effectue une suite d’¢preuves de Bernoulli indépendantes telles que pour chacune
d’entre elles, la probabilité de sucees soit égale a p,avec 0 <p < 1.
On note X, le nombre d’épreuves qu’il faut réaliser pour obtenir, pour la premiére fois n succes, pas forcément
conséeutifs (X, est donc le numéro de I'épreuve ol I’on obtient le
7757 suycees). On convient que X, = 0 si on n’obtient pas 7 SLCCES.
1) Dans cette question sculement, on considére le cas 7 = I.
a. Reconnaitre Ja loi de X,
b. Donner I'espérance et la variance de A7

Dans toute la suite, on suppose que 72 = 2.
2) a. Déterminer X, £2).
b. Pour tout entier naturel k. calculer la probabilité que I’on obtienne 17— 1 succes au cours
des 7 + k- | premieres épreuves.

L . . . -1 k
¢. Déduire de 1a question précédente que : VieIN P (X, =n+ k)= C,’,’+A,4 p” d-p)".
B
d. Utiliser le résultat de la partie 1 pour vérificr que Z P(X,=n+k)=1
k=0
En déduire P(X, = 0).
On dit que X, suit la loi binomiale négative de parametres n et p.
. -1
3)a. Montrer que : VaeN*, VhkelN. (n+ k) Cli=n Cli
S+
b. En utilisant le fait que. pour tout entier naturel 7. Z P(X, =n+1+k)=1,
k=0
montrer que X, possede une espérance et donner sa valeur en fonction de # et p.
) n— 1 ~1 -1
4ya. Montrer que : Va2 2, —— C)III+/\’—1 = ,’,’+,\7_2.
n+k-1
b. Utiliser le théoréme de transfert pour montrer que, pour tout cntier naturel » supérieur
o nm—1 . ) n—1
ou égal & 2. ———— posséde une esperance et que E(——)=p.

X, -1 X, -1

n "



n
5) a. Justifier que 7 possede une espérance (on n’en demande pas le calcul).

n

" M
b. Montrer, sans calculer £(——). que E(—) > p.
n n
6) Dans cette question, on suppose que le paramétre p est inconnu.

n—1 n
Pourtoutn>2, onpose: ¥V,= —— et Z,= —

n H

Des deux suites (¥,),:2 €t (Z,),»2. laquelle est un estimateur sans biais de p ? On ne se
préoccupera pas de I’éventuelle convergence de ces estimateurs.



