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Le sujet

b /
ECE / Code sujet : 288

BANQUE COMMUNE D'EPREUVES

Conception : HEC Paris - ESSEC BS

OPTION ECONOMIQUE

MATHEMATIQUES

Mardi 30 avril 2019,de 14h.a 18 h.

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n’est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule l'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui Iui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

EXERCICE
0
1. Dans cette question, on considére les matrices C= [ 1 | e M3 (R), L=(1 2 —1) € M;3(R) et le
2

produit matriciel M = C L.
a) (i) Calculer M et M.
(#3) Déterminer le rang de M.
(1#43) La matrice M est-elle diagonalisable ?

01 0 0
b) (4) Soit P = (1 0 0) . Justifier que la matrice P est inversible et calculer le produit P | 1
0-21 2

1 1
(ii) Trouver une matrice inversible @ dont la transposée Q vérifie : *'Q ( 2 ) = (0) .
-1 0
(i4¢) Pour une telle matrice @, caleuler le produit P M Q. ' '
2. La fonction Scilab suivante permet de multiplier la i-¢me ligne L; d’une matrice A par un réel sans modifier
ses autres lignes, c’est-a-dire de lui appliquer I'opération élémentaire L; < a L; (ol a # 0).
function B=multlig(a,i,A)
[n,pl=size(4) ;
B=A;
for j=1:p
B(i,j)=a*B(i,j)
end ;

endfunction
Tournez la nace S.V.P.




a) Donner le code Scilab de deux fonctions addlig (d’arguments b,1i,j,A) et echlig (d’arguments i,j,A)
permettant d’effectuer respectivement les deux autres opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice :
Li+ Li+bLj(i#j) et L;i e Lij(i#7]).

b) Expliquer pourquoi la fonction multligmat suivante retourne le méme résultat B que la fonction multlig.

function B=multligmat(a,i,A)
[n,pl=size(A) ;
D=eye(n,n) ;
D(i,i)=a;
B=D*A ;

endfunction

3. Dans cette question, on note n un entier supérieur ou égal a 2 et M une matrice de M,,(R) de rang 1.
Pour tout couple (4, 7) € [1,n]? on note E; ; la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients sont nuls sauf

celui situé a I'intersection de sa i-éme ligne et de sa j-eme colonne, qui vaut 1.
(5]

a) (i) Justifier 'existence d'une matrice-colonne non nulle C = | : | € M, ;(R) et d'une matrice-ligne non

Cn

nulle L = (¢, ... £,) € My ,(R) telles que M = C L.

(#i) Calculer la matrice M C et en déduire une valeur propre de M.

n
(#22) Montrer que si le réel Zc,—f,— est différent de 0, alors la matrice M est diagonalisable.
=1
b) (i) A l'aide de ’égalité M = C L, établir I'existence de deux matrices inversibles P et Q telles
que PA!Q = El‘l-
(i) En déduire que pour tout couple (i, j) € [1,n]? il existe deux matrices inversibles P; et Q; telles
que P. M Q]' = E,'yj.

PROBLEME

Dans ce probléme, on définit et on étudie les fonctions génératrices des moments et les fonctions génératrices

des cumulants de variables aléatoires discrétes ou a densité.

Les cumulants d’ordre 3 et 4 permettent de définir des paramétres d’asymétrie et d’eplatissement qui viennent
compléter la description usuelle d’une loi de probabilité par son espérance (paramétre de position) et sa variance
(paramétre de dispersion) ; ces cumulants sont notamment utilisés pour 'évaluation des Tisques financiers.

Dans tout le probleme :
e on note (Q, A, P) un espace probabilisé et toutes les variables aléatoires introduites dans I’énoncé sont
des variables aléatoires réelles définies sur (Q, .A) ;
e sous réserve d’existence, I'espérance et la variance d'une variable aléatoire X sont respectivement
notées E(X) et V(X);
e pour toute variable aléatoire X et pour tout réel t pour lesquels la variable aléatoire e*X admet une

espérance, on pose : )
Mx(t) = E(e'®) et Kx(t)=1In(Mx(t);
(les fonctions Mx et Kx sont respectivement appelées la fonction génératrice des moments et la fonction

génératrice des cumulants de X)




e lorsque, pour un entier p € N*, la fonction Kx est de classe CP sur un intervalle ouvert contenant l’origine,
on appelle cumulant d’ordre p de X, noté Q,(X), la valeur de la dérivée p-ieme de Kx en O :

Q(X) = KP(0).

Partie I. Fonction génératrice des moments de variables aléatoires discrétes

Dans toute cette partie :

e on note n un entier supérieur ou égal a 2;
e toutes les variables aléatoires considérées sont discrétes & valeurs entieres ;
e on note S une variable aléatoire & valeurs dans {—1,1} dont la loi est donnée par :

P(1S=-1)) = P(IS = +1]) = 5-

1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [—n,n].
a) Pour tout ¢t € R, écrire Mx(t) sous la forme d’une somme et en déduire que la fonction My est de
classe C> sur R.
b) Justifier pour tout p € N*, I'égalité : M,(é")(O) = E(XP).
¢) Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans [—n, n] dont la fonction génératrice des moments My est la
méme que celle de X.
On note Gx et Gy les deux polyndmes définis par :

2n
Gx(z)= Z P([X =k —n])z*
VzeR, ";0
Gy(z) =Y _P(IY =k — n})z*
k=0
(i) Vérifier pour tout ¢t € R, I'égalité : Gx (et) = ™ Mx(t).
(i7) Justifier la relation : V¢ € R, Gx(e') = Gy (e').
(iti) En déduire que la variable aléatoire Y suit la méme loi que X.

2. Dans cette question, on note X5 une variable aléatoire qui suit la loi binomiale 8(2, 5)

On suppose que les variables aléatoires X» et S sont indépendantes et on pose Y, = S Xo.
a) (1) Préciser I'ensemble des valeurs possibles de la variable aléatoire Ys.
(ii) Calculer les probabilités P([Yz = y]) attachées aux diverses valeurs possibles y de Y5.
b) Vérifier que la variable aléatoire X — (S + 1) suit la méme loi que Y5.
3. Le script Scilab suivant permet d’effectuer des simulations de la variable aléatoire Y, définie dans la question
précédente.
(1) n=10;
(2) X=grand(n,2,’bin’,2,0.5);
(3) B=grand(n,2,’bin’,1,0.5);
(4) S=2%B-ones(n,2) ;
(5) 2Z1=[S(1:n,1).*X(1:n,1),X(1:n,1)-S(1:n,1)-ones(n,1)] ;
(6) 22=[S(1:mn,1).*X(1:n,1),X(1:n,2)-S(1:n,2)-ones(n,1)];
a) Que contiennent les variables X et S aprés 1'exécution des quatre premiéres instructions ?
b) Expliquer pourquoi, apreés l'exécution des six instructions, chacun des coefficients des matrices Z1 et 22

contient une simulation de la variable aléatoire Y5.




¢) On modifie la premiére ligne du script précédent en affectant & n une valeur beaucoup plus grande
que 10 (par exemple, 100000) et en lui adjoignant les deux instructions (7) et (8) suivantes :
(7)  pil=length(find(Z1(1:n,1)==Z1(1:n,2)))/n;
(8) p2=length(find(Z22(1:n,1)==22(1:n,2)))/n;
Quelles valeurs numériques approchées la loi faible des grands nombres permet-elle de fournir pour p1
et p2 apres I'exécution des huit lignes du nouveau script ?
Dans le langage Scilab, la fonction length fournit la « longueur» d’un vecteur ou d’une matrice et la
fonction f£ind calcule les positions des coefficients d’une matrice pour lesquels une propriété est vraie,
comme l'illustre le script suivant :
--» A=[1;2;0;4];
--3 B=[2;2;4;3];
--» length(A)
ans = 4.
--+ length([A,B])
ans = 8.
--+ find (A<B)
ans = 1. 3. // car 1<2 et 0<4, alors que 2>=2 et 4>=3

1
4. Dans cette question, on note X, une variable aléatoire qui suit la loi binomiale B (n, 5)
On suppose que les variables aléatoires X, et S sont indépendantes et on pose Y, = S X,.
a) Justifier que la fonction My, est définie sur R et calculer Mx, (t) pour tout t € R.
1
b) Montrer que la fonction My, est donnée par : Vt € R, My, (t) = 2mT((l +eh ) + (1 +e7)").

¢) En utilisant 1'égalité (1+e~%)" = e (1 +e")", montrer que Y, suit la méme loi que la différence X, — H,,
ou H, est une variable aléatoire indépendante de X,, dont on précisera la loi.

Partie II. Propriétés générales des fonctions génératrices des cumulants et quelques exemples

5. Soit X une variable aléatoire et Dx le domaine de définition de la fonction Kx.
a) Donner la valeur de K x (0).
b) Soit (a,b) € R? et Y = aX + b. Justifier pour tout réel ¢ pour lequel at appartient a Dx, 1'égalité :
Ky(t)=bt+ Kx(at).
¢) On suppose ici que les variables aléatoires X et —X suivent la méme loi.
Que peut-on dire dans ce cas des cumulants d’ordre impair de la variable aléatoire X ?
6. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes et Dx et Dy les domaines de définition respectifs des
fonctions Kx et Ky.
a) Montrer que pour tout réel ¢ appartenant a la fois a Dy et Dy, on a: Kxiy(t) = Kx(t) + Ky (t).
b) En déduire une relation entre les cumulants des variables aléatoires X, Y et X + Y.

7. Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur 'intervalle [0,1].

sit#0
a) Montrer que la fonction My est définie sur R et donnée par : YVt € R, My(t) = sit# .
1 sit=0
b) Calculer la dérivée de la fonction My en tout point ¢t # 0.

c¢) Trouver la limite du quotient w lorsque t tend vers 0.

d) Montrer que la fonction My est de classe C' sur R.




8. Soit o et 3 deux réels tels que o < f3.
Dans cette question, on note X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur Vintervalle | o, 3].
a) Exprimer Kx en fonction de My, ou la variable aléatoire U a été définie dans la question 7.
b) Justifier que la fonction Kx est de classe C' sur R et établir 'égalité : Q,(X) = E(X).
9. Soit un réel A > 0 et soit 7" une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de parametre .
a) Déterminer les fonctions My et Kr.
b) En déduire tous les cumulants de 7.

10. Soit Z une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.

+50 2
a) Justifier pour tout ¢t € R, la convergence de 'intégrale / exp (t::: — %) dz.

-—20

2

b) Montrer que la fonction Mz est définie sur R et donnée par : Vi € R, Mz(t) = exp (—2-) -

¢) En déduire la valeur de tous les camulants d’une variable aléatoire qui suit une loi normale
d’espérance ;1 € R et d’écart-type o0 € R7..

11. Soit (Tn) une suite de variables aléatoires telles que, pour tout n € N*, la variable aléatoire T}, suit

neEN-
. . N Th —n
la loi de Poisson de parametre n. Pour tout n € N*, on pose : W, = "\/.. .
n
a) Justifier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (W’n)n eN- Vers une variable aléatoire W.

b) Déterminer la fonction Ky, .

¢) Montrer que pour tout t € R, ona: lim Kw,(t) = Kw(t).
n— +0o0o

Partie III. Cumulant d’ordre 4

Dans cette partie, on considére une variable aléatoire X telle que My est de classe C* sur un intervalle
ouvert / contenant l'origine.
On admet alors que X possede des moments jusqu’a l'ordre 4 qui coincident avec les dérivées successives de la
fonction Mx en 0. Autrement dit, pour tout k£ € [1,4],on a }\I)((k)(O) = E(X*).
De plus, on pose : py(X) = E((X - E(X))q).
12. Justifier les égalités : Q,(X) = E(X) et Q2(X) = V(X).
13. Soit X, et X5 deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X. On pose : S = X; — X».

a) Montrer que la variable aléatoire S possede un moment d’ordre 4 et établir 1'égalité :

E(S*) = 2u(X) +6(V(X))*.
b) Montrer que les fonctions Mg et Kg sont de classe C* sur I et que pour tout t € I, on a :

M) = KP(t)Ms(t) + 3K 5 () M5(2) + 3K4(t) ME(1) + Ks()MP (2) .

c¢) En déduire I'égalité : E(S?) = Q4(S) + 3(V(S))2.
14. Justifier que le cumulant d’ordre 4 de X est donné par la relation : Q4(X) = ps(X) — 3(V(X))2.




Le sujet

Le sujet de cette année était composé comme dlaomee d’'un exercice et d'un probleme.

L’exerciceportait sur I'algébre linéaire (rang, inversibilit€aractére diagonalisable, etc.) et
sur des questions d8cilab concernant les opérations élémentaires sur leedigd’'une
matrice.

Le problémecomportait trois parties, et avait pour objetdd des fonctions génératrices des
moments et des fonctions génératrices des cumutknisariables aléatoires discretes ou a
densité.

Les cumulants d’ordre 3 et 4 permettent de défies parametres d’asymétrie (skweness) et
d’aplatissement (kurtosis) qui viennent complét@rdescription habituelle d’'une loi de
probabilité par son espérance ou sa médiane (paemEnde position) et sa variance
(parametre de dispersion).

Ces cumulants sont utilisés, notamment dans le mhemde la finance de marché, pour
évaluer des risques financiers; par exemple, dames distribution leptokurtique, les
échantillons ayant des extrémités plus épaisses l@ueormale impliquent des valeurs
anormales plus fréquentes.

Les outils utilisés étaient ceux du calcul des philités et de I'analyse.

On trouvait également dans ce probleme, des gmestieScilab permettant de simuler une
certaine variable aléatoire.

L’exercice et le probleme comptaient respectivenpenir 26% et 74% des points de baréme.
Plus précisément, les parties | et Il du problem@résentait chacune, 33% des points de
bareme, tandis que la pondération de la paitidit de 8 %.

Le poids des questions &eilabétait élevé puisqu’iteprésentait 19% des points de baréme
et les questions les plus cotées étaient :

» dans I'exercice, les questions 1.a), 1.b) et &Y% des points de baréme);

« dans le probleme, les questions 1, 2, 3, 4, 51D €60 % des points de baréme).




v B 1: "'.' ‘n
1o correctio
Remarque> de CO

Pour ce qui est de la forme, on observe encoredeopopies sales, parfois a la limite de la
lisibilité, une écriture anarchique et un non-respes lignes horizontales. Par contre, une
copie claire, propre avec des résultats encadrégesa attribuer un « bonus » de points
pouvant aller jusqu’a 5 points de bareme.

Le jury insiste pour que les candidats numérotestduestions, par exemple, par (2.a, 2.b,
2.c...)etnonpas (2.a,b,c..)

Pour ce qui concerne le fond, le cours n’est pairis@a: tout semble flou, méme au niveau
du vocabulaire. Une démonstration se traduit saupan une vérification. Les questions
relatives a l'informatique, la convergence d’intgr la notion de limite ou de fonction de
classe ¢ sont souvent, quand elles sont abordées, traitéssapproximativement et sans
rigueur.

Exercice

Les notions de rang et de diagonalisation d’'un&iogasont souvent mal dominées. Ainsi,
aucun argument n’est fourni pour affirmer qu’unenma n’ayant qu'une seule valeur propre
n’est pas diagonalisable !!

De méme, il ne suffit pas de dire que « l'on vque les trois vecteurs ne sont pas
proportionnels » pour conclure que « la familleliése ».

Probleme

Le probleme reposait en grande partie sur I'utiiisadu théoreme de transfert.
Le fait que certaines variables aléatoires premailms valeurs négatives a pu perturber
certains candidats et a nécessité un travail rggousur les indices ou les quantificateurs,
ce qui a permis de distinguer les candidats ayareaul suffisant sur ces notions et faisant
preuve d'une conduite rigoureuse des calculs, d cpi répétaient machinalement les
recettes apprises en classe.
On observe un certain nombre d’erreurs grossietlEstque :

* exp@b) = exp@) expp) ;

* In(E(exp€X))) = E(In(expX))) ;

*  E(expX)) = exp(EEX)) ;

o EXY) = EX) E(Y) par linéarité ;

* U équivalent & implique exp{) équivalent a ex).

On rappelle également quedh] = In(a) + In(b) si et seulement si>0 et b> 0.

La majorité des candidats ne savent pas etudearaergence d’une intégrale et il y a encore
trop de candidats qui écrivent que l'intégrale d'produit est égale au produit des
intégrales !

Tres peu de candidats savent utiliser un développehmite.

Enfin, le théoréme limite central est inconnu chembre de candidats.




. e candidats
eils aux futurs canc
Consells @*

Pour ce qui concerne la forme, le jury conseillg Aurs candidats de lire attentivement le

texte préliminaire qui précéde toute épreuve éaldemathématiques, dans lequel il est
précisé notamment, que la lisibilité et la quatied la rédaction entrent pour une part non
négligeable dans I'appréciation des copies : umectgur ne s'attarde pas a essayer de
« décrypter » une copie illisible. Par contre, gogie propre et claire ne peut qu’avantager
son auteur. Le jury rappelle également que legviddions dans les copies doivent étre

proscrites et il conseille de bien numéroter lesstjons et d’encadrer les résultats.

De plus, les raisonnements doivent étre clairgé@tip, les affirmations étant étayées par une
argumentation solide. Par exemple, le recoursfoduent a des phrases du type « il est clair
que... » doit étre évité au profit d’'une justificati@orrecte fondée sur un apprentissage
rigoureux et une trés bonne maitrise du cours.

Le jury recommande aux futurs candidats de preledremps de lire 'ensemble du sujet, non
seulement pour s’en imprégner, mais aussi pourtgrolaes questions qui paraissent faciles a
résoudre, lesquelles ne se situent pas nécessairdares la premiére partie du sujet.

La recherche d’'une solution a une question ne ghst dépasser quatre a cing minutes. Au-
dela de ce délai, en cas d’échec, le candidatadinitettre le résultat de cette question (si la
réponse figure dans I'énoncé), passer a la questiorante sans éprouver un sentiment de
déstabilisation ou de découragement. Autrementedjtiry recommande aux futurs candidats
de faire preuve d’'une grande ténacité.

statistigue>

Sur les 2212 candidats ayant composé dans cetewpria note moyenne est de 9,56 avec
un écart-type de 5,12, ces statistiques étanttigmes de celles du concours 2018.

Environ, 9%, soit 193 candidats, obtiennent une sapérieure a 16 et 23 candidats se voient
attribuer la note maximale de 20. La note médiastede 10,6 et les premier et troisieme
quartiles sont égaux a 5,0 et 13,6 respectivement.

La note de 20 a été attribuée aux 23 candidatoigubbtenu au moins un peu plus de la
moitié des points du baréme.




