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La présentation, la lisibilité, [’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans |’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

lls ne doivent faire usage d’aucun document. L' utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule ['utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de 1'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie
et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

L’objet du probleme est I’étude de la durée de fonctionnement d’un systéme (une machine, un organisme,
un service...) démarré a la date ¢ = 0 et susceptible de tomber en panne & une date aléatoire. Aprés une
partie préliminaire sur les propriétés de la loi exponentielle, on introduira dans la deuxieéme partie, les notions
permettant d’étudier des propriétés de la date de premiére panne. Enfin, dans une troisiéme partie on examinera
le fonctionnement d’un systéme satisfaisant certaines propriétés particuliéres.

Les trois parties sont dans une large mesure indépendantes.

Toutes les variables aléatoires intervenant dans le probleme sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).

Pour toute variable aléatoire Y, on notera E(Y’) son espérance lorsqu’elle existe.

On adoptera les conventions suivantes. On dira qu’une fonction f continue sur IR’ et continue a droite en 0

est continue sur IR . En outre, si T est une variable aléatoire positive dont la loi admet la densité f continue sur
t
IR, sa fonction de répartition Fr(t) = P(T < t) = / f(u)du, est dérivable sur IR* , et dérivable a droite

0
en 0. On conviendra d’écrire Fi.(t) = f(t) pour tout t € IR, F(0) désignant donc dans ce cas la dérivée a
droite en 0.
I Généralités sur la loi exponentielle

On rappelle qu’une variable aléatoire suit la loi exponentielle de parametre (. > 0) si elle admet pour
densité la fonction f,, définie par

pe ™ si x>0

f“(””):{o si <0
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1) Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre .
1.a) Donner I’espérance E'(X) et la variance V (X).

1.b) Justifier que pour tout entier naturel n, X" admet une espérance et déterminer une relation de
récurrence entre E(X™ 1) et E(X™) pour tout entier naturel n.

l.c) Endéduire E(X™) pour tout n > 0.
1.d) Retrouver la valeur de V(X)) a I’aide de la question précédente.
2) Propriété caractéristique
2.a) Soient > 0 et X une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre .

Justifier que pour tout réel x positif ou nul, le nombre P(X > x) est non nul.
Montrer que pour tous réels positifs x et y,

Pixsq(X >z +y) =P(X > y)

2.b) Réciproquement, soit X une variable aléatoire positive admettant une densité f continue et strictement
positive sur IR, et telle que pour tous réels positifs x et y,

Pixsg(X >z +y) =P(X >vy)

2.bi) Soit R(z) = P(X > z). Justifier que R(z) est non nul pour tout réel positif.

2.b.ii) On pose o = f(0). Montrer que pour tout z réel positif, on a la relation R'(z) + pR(z) = 0.

2.biii) Calculer la dérivée de x — R(z)e"® sur IR,

2.biv) Déduire que X suit une loi exponentielle dont on précisera le parametre.

3) Soient deux réels strictement positifs p; et pg. Soient X; et X5 deux variables aléatoires indépendantes

suivant respectivement les lois exponentielles de parametres p; et pg .

3.a) Onpose Y = max(Xi, X2). Déterminer la fonction de répartition Fy de Y et en déduire la densité de
la variable Y.

3.b) On pose Z = min(X7, X3). Déterminer la fonction de répartition Fz de Z et en déduire la loi de Z.

II Fiabilité

Soit T" une variable aléatoire positive qui représente la durée de vie (c’est-a-dire le temps de fonctionnement
avant la survenue d’une premiere panne) d’un systéme. On suppose que 7" est une variable a densité fr continue
sur IR et ne s’annulant pas sur IR} .

On appelle fiabilité de T" la fonction Rt définie sur IR, par

Rr(t) =P(T>t)=P(T > t) =1 - Fp(t)

ou Fr est la fonction de répartition de 7.
1) Soient ¢ un réel positif ou nul et ~ un réel strictement positif.
La dégradation du systéme sur I'intervalle [¢,¢ + h] est mesurée par la probabilité P(t < T <t + h).
Exprimer cette quantité a I’aide de la fonction Ry.

2) Montrer que, pour tout réel ¢ positif ou nul,

. Pt<T<t+h)
lim
h—0,h>0 h

= fr(t)

ys



3)
3.a) Justifier que pour tout réel ¢ positif, Rp(¢) > 0

t
On appelle taux de défaillance la fonction définie sur IR par le rapport A\(t) = ]J;T((t)).
T
d 1
.b) Montr = —In(=——=).
3.b) Montrer que A(t) g In( RT(t))

3.c) Déduire I’expression de Rt en fonction de A a I’aide d’une intégrale.
4) Soit Z une variable aléatoire réelle positive de densité g continue sur IR, admettant une espérance. On
pose Rz(t) = P(Z > t) pourt > 0.
4.a) Soit v la fonction définie sur IR par v(t) = tRz(¢).
Montrer que
tg(t) = Rz(t) — v/(t)
ot v’ désigne la dérivée de v.
4.b) Montrer que lim wv(t) = 0.
t—+o00

+o0
4.c) En déduire que E(Z) = / Rz(t)dt.
0

5) On suppose désormais que 1" admet une espérance. Soit ¢ un réel positif fixé ; le systeéme ayant fonctionné
sans panne jusqu’a la date ¢, on appelle durée de survie la variable aléatoire T; = T' — ¢ représentant le temps
s’écoulant entre la date ¢ et la premiere panne.

On a donc, pour tout réel x positif

RTt (CL’) = P(Tt > 113) = P[T>t](T >t+ Z)

5.a) Montrer que, pour tout réel z positif,

Rr(t+zx
Ry (z) = _R(T—(T)
5.b) En déduire que
1 +o00
E(Ty) = ——=
(T) @) ), Rp(u)du

Les questions suivantes illustrent les notions introduites précédemment pour des systémes simples.
6)

6.a) On suppose que T suit la loi exponentielle de parametre p. Déterminer la fiabilité et le taux de
défaillance.

6.b) On suppose que le systeme est composé de deux organes 1 et 2 montés en série, dont les durées de
vie sont supposées indépendantes, ce qui implique qu’il tombe en panne dés que 1’'un d’eux tombe en panne.
On note T; la durée de vie de I’organe ¢, fr; la densité de sa loi qu’on suppose exponentielle de parametre y;.
Déterminer la fiabilité du systéme et son taux de défaillance.

6.c) On suppose que le systeéme est composé de deux organes 1 et 2 montés en parallele, dont les durées de
vie sont supposées indépendantes, ce qui implique qu’il tombe en panne quand les deux organes sont en panne.
On note T; la durée de vie de I’organe ¢, fr, la densité de sa loi qu’on suppose exponentielle de parametre y;.
Déterminer la fiabilité du systeme.

7) Soit ¢y, g la fonction définie par

B
pnp(t) =9 (n—1)!
0

Bty lte Pt si >0
si t<0
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ou B > 0 est une constante strictement positive et n un entier naturel non nul.
7.a) Vérifier que ,, g est une densité de probabilité (loi d’Erlang).
7.b) On suppose que T a pour densité la fonction ¢,, 3. Montrer que la fiabilité a la date ¢ est

n—1 k
Bt (Bt)
Br(t) = k!
k=0
8) Soit 15 ,, la fonction définie par
B tys-1,-(4)7
—(= e ' s t>0
Ypal) =3 7o)
0 sinon

ou3>1,7>0

8.a) Vérifier que v, est une densité de probabilité (loi de Weibull).

8.b) On suppose que 7" a pour densité la fonction g ,,. Déterminer la fiabilit€ R7(t) et le taux de défaillance
A(t) ala date t.

8.c) FEtudier t_léinoo A(t) en fonction de la valeur de 3.

IIT Systéeme Poissonien

On considére maintenant un systéme dont le fonctionnement est défini comme suit : pour tout réel ¢ positif, la
variable aléatoire NV, a valeurs entieres représente le nombre de pannes qui se produisent dans I'intervalle [0, t].
On considere que le systeme est réparé immédiatement apres chaque panne.

On notera en particulier que pour s < ¢t,ona Ns < N,.

On suppose qu’on a les quatre propriétés suivantes

e Np=0et0< P(N; =0) < 1pourtoutt > 0.

e Pour tous réels tg,t1,...,tn tels que 0 < tp < t1 < ... < ty les variables V;y, N;; — Niy, Ny, —
Ny, ..., Ni, — N, _, sont mutuellement indépendantes (accroissements indépendants)
e Pour tous réels s et ¢ tels que 0 < s < t, Ny — Nj suit la méme loi que N;_; (accroissements stationnaires)
P(Np >1
e lim P21
h—0,k>0 h

On pose, sous réserve d’existence, pour tout u > 0 et pour tout s dans [0,1], Gy (s) = E(s"V+) , avec la
convention 0° = 1.
1)
1.a) Justifier que pour tout u > 0, Gy (s) existe pour tout s dans [0,1] et qu’on a, pour tout s dans [0,1],

+o00
Gu(s) =Y P(N, =k)s*.
k=0

1.b) Montrer par ailleurs que, pour tous réels u et v positifs ou nuls, et pour tout réel s telque 0 < s < 1,
ona

Gu+v(s) = Gu(S)Gv (s)

2) Onfixestelque 0 < s < 1.
2.a) Montrer que G(s) > 0.

On pose 0(s) = —InG(s) et, pour u > 0, P(u) = Gy($).
2.b) Montrer que (k) = e*%() pour tout k € IN .
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_1
2.c) Soit g un entier naturel non nul. En considérant G (s), montrer que 1/)(%) =e d',
q

2.d) Montrer que si p est entier naturel et ¢ un entier naturel non nul, on a () = e~"%¢) ol on a posé
=P
=2
2.e) Montrer que pour tout réel positif u, G, (s) = e~49(s),
. G -1
2.f) En déduire que pour tout s € [0,1], lim CGhls) =1 =—6(s).
h—0,h>0 h
3) Montrer par ailleurs que pour tout s € [0, 1],
+o00
Gh(s)—1=P(Ny=1)(s—1)+ Y P(Ny =k)(s" - 1)
k=2

4) Mont tout 0,1], = =0
) Montrer que pour tout s € [0, 1] pdim -
S)
o v s . P(N, =1)
5.a) En déduire qu’il existe & > O tel que « = lim et que pour pour tout s € [0, 1],
h—0,h>0 h
0(s) = a(l—s)
5.b) En considérant G, (0), montrer que « > 0.
6)
6.a) On fixe un temps u > 0. Montrer que pour tout s € [0, 1],
= kN o (0w
Gu(s) =Y P(N,=k)s* =) e st
k=0 k=0

6.b) Déduire que pour tout u > 0, la variable aléatoire N,, suit la loi de Poisson de paramétre au.
Une famille de variables aléatoires ayant les mémes caractéristiques que la famille (/V;);>o est un processus
de Poisson et la constante « s’appelle le parametre du processus de Poisson.
7) Soit T la variable aléatoire désignant la date de la premiere panne. Soit ¢ > 0. Comparer les événements
(T > t) et (N; = 0). En déduire que T suit la loi exponentielle de paramétre c.
8) Pour ¢ positif fixé, on pose pour h réel positif, Ny = Nyyp — N.
8.a) Montrer que N}, est la variable aléatoire qui représente le nombre de pannes survenues dans I’intervalle
de temps |t,t + hl.
8.b) Montrer que la famille (Nh)hzo est un processus de Poisson de parametre a.
8.c) En déduire que la premiere panne survenant apres la date ¢ se produit a une date suivant la loi
exponentielle de parameétre a.
8.d) En déduire que le processus de Poisson a la propriété que, pour chaque date ¢t donnée, le taux de
défaillance du systéme apres ¢ est constant.
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