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Les parties III et IV sont independantes des parties 1 et II. 

Partie 1 
On considbre la fonction indéfiniment dBrivable cp définie, pour tout r&l x de [O, 11, par : cp(z) = -- 1 

1) Pour tout réel x de [O, 1[ et tout entier naturel n, Btablir 1'BgalitB : 

cp(")(z) = - (2n)! (1 - x)-w 
4" n! 

où p(") désigne la dérivée n-ième de cp (avec, en particulier, cp(O) = cp). 

2) Pour tout entier naturel n et tout réel x de [O, 1[, justifier I'Bgalité suivante : 

3) a) Pour tout entier naturel n, prouver l'inégalité : c;:,!, < 4n+l. 
x - t  
1 - t  b) Pour tout couple (t, z) de réels tel que O < t < x < 1, vérifier les inégalités : O < - < 2 .  

c) En déduire que, pour tout réel x de [O, 1[, on a : 

4) Pour tout réel z de [O, 1 [, démontrer l'égalité : 

+m k 
-- 1 c2k x k  - -ET- k=O 



Partie II 

On se donne un espace probabilisé (a, B, P).  Sur cet espace, on considère une suite (Xn)nEH~ de variables 
aléatoires indépendantes et  de même loi que XI, cette loi étant définie par 

1 
2 

P([X, = 11) = P ( [ X ,  = -11) = - 

n 

k = l  
On pose So = O et,  pour tout entier naturel n non nul, S, = C x k  = XI + Xz + . . . + X ,  . 

Par exemple, Sn pourrait représenter l’abscisse (aléatoire) au temps n d t n e  particule se déplaçant sur un axe 
e t  partie de l’origine au temps O ,  qui saute à chaque instant d’une unité à gauche ou d’une unité à droite avec 

une égale probabilité. 

On note Min R le plus petit é16ment d’une partie non vide R de N. 
On pose aussi, pour tout élément w de 0, & = { n E N*;S,(w) = O }  et T(w) = 

On admet que T est une variable aléatoire. 
Ainsi T pourrait être le temps  d’attente (aléatoire) du premier retour à 1 ’origine de la particule évoquée plus 
haut. 
Pour tout entier naturel n, on note En l’événement En = [T > n] U [T = O ] .  

1) Soit n un entier naturel non nul. On pose An = [S, = O]  et, pour tout entier naturel k tel que O < k 6 n-1, 

{ Min& si R, # 0. 
O si R, = O .  

Ainsi, pour tout entier k tel que O 6 k 6 n,  A k  serait d’événement : 
( (Pour la dernière fois avant l’instant n la particule est à l’origine à l’instant k )). 
a) Pour tout entier Ic tel que O 6 k 6 n,  justifier l’égalité suivante : 

b) En déduire l’égalité : 
n 

1 = p (  [ s k  = O]) p ( E n - k )  
k=O 

On admet que, si deux suites (%),E~ et ( b n ) n E l ,  à termes positifs ou nuls, sont telles que les dries 

de termes généraux a, et b, convergent, alors en posant, pour tout entier naturel n,  c, = x a k b n - k ,  

la série de terme général çl converge et  sa somme vérifie : 

n 

k=O 

2) Pour tout réel x de [O, 1 [, établir l’égalité : 

3) a) Pour tout entier naturel n,  calculer P([S, = O ] ) .  
b) À l’aide de la partie 1, en déduire que, pour tout réel 2 de [ O ,  1[, on a : 

P(En)xn = 
n=O 

c) En remarquant que l’événement [T = O ]  est inclus dans E, pour tout entier naturel n, montrer qu’on 
a :  P([T=O])=O. 
Ainsi, presque sûrement, la particule citee en exemple, revient à l’origine. 



Partie III 

On considhre dans cette partie une suite réelle ( a k ) k E W  telle que, pour tout réel z de [O, 1[, la série de terme 

général a k X k  converge. Pour tout réel z de [O,  1[, on note f(z) = C U k Z k  et l’on suppose que : 
+a, 

k=O 

1) a) Pour tout entier naturel p ,  déterminer : lim (JE 2 U k X  
”21 

k =Il .. - 
+w e-(P+l)t 

b) Pour tout entier naturel p ,  justifier la convergence de l’intégrale 1 7 -  dt , 
et, en utilisant le changement de variable u = d m ,  calculer sa valeur. 

c) En déduire l’égalité : 

2) Montrer que, pour toute application polynomiale réelle Q, on a : 

3 )  Soit h la fonction définie, pour tout réel z de [O, 1[, par : 

h(x)  = 

- h(e-t )  dt et donner sa valeur. L+w 2 a) Justifier la convergence de l’intégrale 

b) Soit z un réel de [O, l[. En déterminant la valeur de h(xk)  pour k assez grand, justifier la convergence 
de la série de terme général akzkh(zk) .  

4) On admet l’égalité : 

En utilisant ce résultat pour z = e - 6 ,  en déduire que, lorsque l’entier naturel n tenc vers l’infin 

est équivalent à 2f i .  

Partie IV 

2 . k  
k=O 

On considère une suite ( a n ) n E ~  d6croissante de réels positifs ou nuls et, pour tout entier naturel n, on 
pose : 

n 

k=O 

On fait l’hypothèse que, lorsque n tend vers +CO, Sn est équivalent à 2fi. On va montrer qu’alors a, est 

équivalent à - . 

On notera [zJ la partie entière d’un réel z. 

1) Soit (a, p) un couple de nombres réels vérifiant : O < Q < 1 < /3. Pour tout entier naturel n tel que 

1 
fi 

n # [anJ et n # [PnJ , justifier l’encadrement : 



n Slr nJ 
LrnJ J5i 2) a) Soit y un réel strictement positif. Déterminer les limites des suites de termes généraux - et -. 

b) Soit E un réel strictement positif. Montrer que, pour tout entier naturel n assez grand, on a : 

3) En deduire qu’on a : lim fian = 1 .  
n-++oo 

Partie V 

1 )  a) À l’aide des résultats obtenus dans les parties prkcédentes déterminer, quand l’entier naturel n tend vers 
n 

l’infini, un équivalent de P(T > k) . 
b) En deduire un équivalent de P(T > n) . 

2 )  La variable aleatoire T possMe-belle une esphance? 
3) Pour tout d e l  2 de [O, 11, prouver l’6galit6 : 

k=O 

+O0 c P([T = n])  zn = 1 - Jc7 
n=O 

4 )  Soit n un entier naturel. 
a) Donner le développement limité au voisinage de O 8; l’ordre n de la fonction u + m. 
b) En deduire le dkveloppement limité au voisinage de O,  B l’ordre 2 n  de la fonction z -+ 1 - d-. 
c) Montrer que, au voisinage de O on a aussi : 

&=O 

d) En deduire que, pour tout entier naturel n non nul, on a 

1 G n  P([T = 2n] )  = - . - 
2 n - 1  4” 

On rappelle qu’il y a unicité du développement limité, au voisinage de O ,  B l’ordre 2n d’une fonction. 

MinR: si R: # 0. 
R: = {n E N*;n  > ~ ( w )  et sn(w) = O} et ~ 2 ( w )  = 

si R: = 8. 

Pour tout élément w de 52 ,  on pose : 

On admet que T2 est une variable albatoire. 
Ainsi T2 pourrait être le temps d’attente (aléatoire) du deuxième retour Ci l’origine de la particule. 

5) a) Pour tout entier naturel n non nul, démontrer l’égalité : 

n 

P([T2 = 2n]) = C P ( [ T  = 2kJ) P([T = 2n - 2kJ) 
k=O 

b) En déduire la valeur de P([T2 = O ] )  puis, pour tout réel 2 de [O, 11, I’égalité : 

+m 

n=O 

6) Déterminer la loi de T2. 


